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Résumé 

On considère M une variété différentielle , A une algèbre locale, M A 
la variété des points proches de M d'espèce A. On utilise la structure 
de C°°(M A , A)-module sur l'ensemble 3£(M A ) des champs de vecteurs 
sur M A pour donner l'équivalence du parallélisme de M A en termes 
de A-variétés. 

Summary : Let M be a smooth manifold, A a local algebra, M A 
the manifold of near points on M of kind A. We use the structure of 
C°° (M A , A)-module on the set X(M A ) of vector fields on M A for to 
give the équivalence of parallelism of the A- manifold M A . 
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1 Introduction 

Une algèbre locale (au sens de Weil) est une algèbre réelle commutative 
unitaire de dimension finie ayant un idéal maximal unique de codimension 
1 sur JEL 

Soit A une algèbre locale et soit m son unique idéal maximal. On a 

i = l®m. 

La première projection 

i = lera — >R 

est un homomorphisme d'algèbres qui est surjectif, appelé augmention et 
l'unique entier naturel k G N tel que m k ^ (0) et m k+1 = (0) est la hauteur 
de A. 

Comme exemples d'algèbres locales, on a : 
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Exemples 1 1- R = R © (0) est une algèbre locale de hauteur 0. 

2- L'algèbre des nombres duaux, B = R [T] /(T 2 ), est une algèbre locale de 

hauteur 1. 

3- A = R [T] /(T 3 ) es£ une algèbre locale de hauteur 2. P/tts généralement, 

l'algèbre des polynômes tronquée 

A = R[X 1 ,...,X n ]/(X 1 ,...,X n ) k+1 

est une algèbre locale de hauteur k. 

4- Si A est une algèbre locale d'idéal maximal m a de hauteur h et si B est 

une algèbre locale d'idéal maximal vas de hauteur l, alors le produit 
tensoriel A® B est une algèbre locale d'idéal maximal X(ia®b = £g> 
B + A®m B et de hauteur h + 1. Ainsi, B <g>B =R [Ti,T 2 ] /(Tf ,T|) est 
une algèbre locale de hauteur 2. 

Remarque 2 Le produit tensoriel de deux algèbres de polynômes tronquées 
n'est pas une algèbre de polynômes tronquée. Ce qui est le cas pour B (g) B. 

5- Si M est une variété différentielle de dimension n, l'espace, j£(M, R), 

des jets en x € M d'ordre k des applications différentiables de classe 
C°° définies au voisinage de x à valeurs dans R, est une algèbre locale 
de de dimension C^ +fe et de hauteur k. 

Si M est une variété différentielle, C°°(M) l'algèbre des fonctions numériques 
sur M et A une algèbre locale, un point proche de x G M d'espèce A est un 
homomorphisme d' algèbres 

£ : C°°(M) — ► A 

tel que [£(/) - f(x)] G m pour tout / G C°°(M). 

On note M A l'ensemble des points proches de x d'espèce A et 

M A =[J Mt 

L'ensemble M est une variété différentielle de dimension dimM-dim A 
Exemples 3 1- M R = M . 
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2- Pour toute variété différentielle M, l'application 

TM — > Hom Alg (C°°(M),B),v — > £„, 
définie par 

Uf) = f(p) + v(f)e 

si v € T p M, identifie TM = Jq (M, M) à M D . On vérifie que v est un 
vecteur tangent en p à la variété M si et seulement si £ v est un point 
proche de p d'espèce D. 

3- SiA = R[X]/(X 3 ), M A = J 2 (M,M). Plus généralement, si A est l'algèbre 

des polynômes tronqués 

R[Xi,...,X 8 ](Xi,...,X 8 ) fc+1 , 

a/ors M" 4 = Jq(R s ,M) es£ l'ensemble des jets en d'ordre k des 
applications différentiables de W dans M. 

4- L'application Ç i — > £,{id^) identifie R A à A. 

5- Si V est un espace vectoriel réel de dimension finie, si (ej)j=i r est une 

base de V et si (e*)j = i v .. jr est /a 6ase duale de la base (ej)j = i v .. ir; alors 

r 

i=i 

est un isomorphisme canonique de A-modules. 
Lorsque M et N sont deux variétés différentiables et lorsque 

h : M — > N 

est une application différentiable de classe C°°, alors l'application 

h A :M A —>N A ,Ç^>h A (£), 
telle que, pour tout g € C°°(N), 

[h A (0] (9) =t(g oh) 

est différentiable de classe C°°. Lorsque h est un difféomorphisme, il en est 
de même de h A . 

De plus, si ip : A — > B est un homomorphisme d'algèbres locales, pour 
toute variété différentielle M, l'application 

VM :M A ^MV^^oÇ 
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est différentiable. En particulier, l'augmention 

A — > R 

définit pour toute variété M, la projection 

M A — > M, 

qui a un point proche de x € M, associe son origine x. 

2 Parallélisme de la variété des points proches 

Dans tout ce qui suit M désigne une variété différentielle de dimension n, 
A une algèbre locale au sens de Weil, d'élément unité 1a, C°°(M) l'algèbre 
des fonctions numériques de classe C°° sur M, X(M) le C°°(M)-module des 
champs de vecteurs sur M, TM le fibré tangent à M et 

■km : TM — ► M 

la projection canonique. 

Si (U, ip) est une carte locale de M de fonctions coordonnées (xi, X2, ...,x n ), 
l'application, 

U A — > A n ,Ç i — > Ç(X2), -, Ç(x n )), 

est une bijection de Ê7 A sur un ouvert de A n . La variété M A est une variété 
modelée sur A n , c'est-à-dire une A-variété de dimension n. 

L'ensemble, C°°(M A ,A), des fonctions de classe C°° sur M A à valeurs 
dans A, est une A-algèbre commutative unitaire. En identifiant M. A à A, 
pour / € C°°(M), l'application 

/ A : M*— ► A, £.-►£(/), 
est de classe C°°. De plus l'application 

C°°(M) — > C°°(M A ,A),/ f A , 

est un homomorphisme injectif d'algèbres et on a : 

(f + g) A = f A + g A 

(A-/) A = \-f A 

(f-g) A = f A -g A 
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avec À G M, / et g appartenant à C°°(M). 

Lorsque (o a ) a= i j2) ... ) dim(A) est une base de A et lorsque (a*) a= i )2j ... ) di m (A) 
est la base duale de la base (a a ) a =i,2,...,dim(A)! l'application 

dim(A) 

a : C°°{M A ,A) —> A®C°°{M A )^^ Y, a <*®K°v), 

a=l 

est un isomorphisme de ^4-algèbres. Cet isomorphisme ne dépend pas de la 
base choisie et l'application 

7 : C°°(M) — > A ® C°°(M A ), / .— > 

est un morphisme d'algèbres. 

On note X(M A ), l'ensemble des champs de vecteurs sur M A . Les asser- 
tions suivantes sont alors équivalentes pQ : 

1. X : C°°{M A ) — > C°°{M A ) est un champ de vecteurs sur M A ; 

2. X : C°°(M) — > C°°(M A ,A) est une application linéaire vérifiant 

X(fg)=X(f).g A + f A .X(g) 
pour tous f et g dans C°°(M). 
Ainsi, lorsque 

9 : C°°(M) — ► C°°(M) 
est un champ de vecteurs sur M, alors l'application 

9 A : C7°°(M) — > C°°(M A , A), / i— > [é»(/)] A , 

est un champ de vecteurs sur M" 4 : le champ de vecteurs 9 A est le prolon- 
gement à M A du champ de vecteurs 9 sur M. 

Lorsque X est un champ de vecteurs sur M A , considéré comme dérivation 
de C°° (M) dans C°° (M A , A) , alors il existe une dérivation et une seule pQ , 

X : C°°(M A ,A) — ► C°°(M A ,^) 

telle que : 

1. X est A-linéaire ; 

2. X [C°°(M A )] C C°°(M A ) ; 

3. X(f A ) = X(f) pour tout / G C°°(M). 
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L'ensemble X(M ) des champs de vecteurs sur M est dans ces condi- 
tions, un C°°(M , A)-module et une algèbre de Lie sur A pp. 

Théorème 4 (de Weil) Si M est une variété différentielle et si A et B sont 
deux algèbres locales, alors l'application 

(M A ) B — > M A ® B ,r] i— ► (id A ®ij)o 7 

est un isomorphisme de variétés différentielles. 

En particulier, on a un isomorphisme entre TM A et (TM) A . 

Pour x G M, T X M désigne l'espace tangent en x à M. 
On rappelle que la variété M est parallélisable si son fibre tangent TM 
est trivial c'est-à-dire s'il existe un difféomorphisme 

a : TM — ► M x R n 

tel que le diagramme suivant 

TM M x R™ 

M 

commute et que, pour tout x € M la restriction 

a| T;cM : T X M — > {x} x M n 

soit un isomorphisme d'espaces vectoriels. 

Lorsque ([/, y?) est une carte locale de la variété M de fonctions coor- 
données (xi, X2, x n ), l'application 

n / \ A 

^ :T U A ^U A xi",J]V - |ç i — > (Ç, Ai, À„) 

i=l ^ Xî ' 

est un difféomorphisme de A- variétés vérifiant pr\ o if) = tt m a. Ainsi le 
parallélisme local de la variété M A s'exprime en termes d'existence d'un 
difféomorphisme de ^4-variétés dont la restriction en chaque espace tangent 
est un isomorphisme de A- modules. 

Le but de ce travail est de donner l'équivalence du parallélisme de M A en 
termes de ^4-variétés. On rappelle que lorsque M est une variété, l'algèbre 
de base de M est C°°{M). Comme 3L(M A ) est un C°°(M A , A)-module, 
considéré comme l'ensemble des dérivations de C°°(M) dans C°°(M A ,A), 
et est une algèbre de Lie sur A, et comme M A est une A- variété, ceci signifie 
que l'algèbre de base de la variété M A est C°°(M A ,A) et non C°°(M A ). 
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Proposition 5 La variété M A est parallélisable si et seulement s'il existe 
un difféomorphisme de A-variétés 

H : TM A — > M A x A n 
tel que le diagramme suivant 

TM A M A x A n 

\ ipri 

M A 

commute et que pour tout Ç G M A , la restriction 

H\T^M A : T Ç M A — > {Ç} x A n 

soit un isomorphisme de A-modules. 

Démonstration: / Comme la variété est parallélisable, il existe un 
difféomorphisme 

TM A M A x IR™- dim ^ 

tel que 

commute c'est-à-dire pri ou = vt m a, et que pour tout Ç € M , la restriction 

<7, r ^ : TçM A — ► {Ç} x M"' dimA 

soit un isomorphisme d'espaces vectoriels. 
Soit 

: A n — »■ R n ' dimA 

un isomorphisme d'espaces vectoriels. Par transport de structure, on munit 
jgm dimA j a structure de A-module définie sur A n . Ainsi h devient un 
isomorphisme de A-modules. De la même façon 

a lTfM A : T^M A — ► {£} x M"' dimA 

devient un isomorphisme de A-modules. En posant H = (id M A x h^ 1 ) o a, 
pour tout Ç G M A , on déduit que la restriction 

H\ T£MA : T^M A — > {£} x A» 
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est un isomorphisme de A- modules. 

La différentiabilité de a s'effectuant sur des ouverts de fl£ 2n - dim ^ ) [\ en es t 
de même pour H : ainsi la différentiabilité de H s'effectue sur des ouverts 
de A n . 

<= I La condition suffisante est évidente. ■ 

La description du parallélisme de M A est la suivante : 

Théorème 6 Si M est une variété différentielle de dimension n et si M A 
est la variété des points proches de M d'espèce A, alors les assertions sui- 
vantes sont équivalentes : 

1. La variété M A est parallélisable ; 

2. Il existe n-champs de vecteurs Xi,...,X n sur M A tels qu'en chaque 
point £ € M A , les vecteurs forment une base de 
T^M A ; 

3. Le C°°(M A , A)-module, X(M A ), des champs de vecteurs sur M A est 
un C°°(M A ,A)-module libre de rang n. 

Démonstration: Montrons 1/ <ï=^ 2/ 

1/ 2/ Comme la variété M A est parallélisable, alors il existe un 
difféomorphisme de A-variétés 

H : TM A — > M A x A n 
tel que le diagramme suivant 

TM A M A x A n 

\ ipn 

M A 

commute et que pour tout £ G M A , la restriction 

H\ TiMA : T ( M A — ► {Ç} x A n 

soit un isomorphisme de ^4-modules. 

Pour tout i = 1,2, n, soit ai = (0, 0, 1a, 0, 0) où 1a est à la i-ème 
place. Evidemment (ai, ct2, a n ) est une base du ^4-module A n . Pour tout 
i = 1, 2, n, les applications 

o~i : M A — > M A x^^fU.) 
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et 



Xi = H" 1 o a,- : M A — > TM A 



sont différentiables. De plus 

Xi : M A — > TM A 
est une section du fibre tangent puisque, pour £ G M A on a 

(7T M A O Xi)(0 = ( Pn O H) [(H- 1 O (Tj) (£)] 

= {p ri oH) [H-^ai)] 

= e 

Ainsi 

On conlut que Xj est un champ de vecteurs sur M A . 

Pour tout £ G M" 4 , comme (£, ai)i=i,2,...,n est une base du A-module 
{£} x A n , alors [F" 1 ^, a;)] . =1 2 n est une base du A-module T^M A . On 
conclut que les vecteurs Xi (£),..., X n (£) forment une base du A- module 
TçM A . 

2/ ==> 1/ On suppose qu'il existe n champs de vecteurs Xi, ...,X n sur 
M A tels qu'en chaque point £ G M A , (Xi (£),..., X n (£)) soit une base de 

L'application 

n 

^ :M A xA™ — ► TM A ,(£,A 1 ,...,A„)^^A,-X Î (Ç) 

i=i 

est un difféomorphisme de A-variétés et 

n 

<p\{Z}xAn : ti} * A n — > ^M^^Ai,....^^^^^) 

i=i 

est un isomorphisme de A-modules et sa réciproque 



TM A ^M A x ^",^^(0— >(^,Ai,...,A n ) 

i=i 

est telle que 

pri o y? -1 = pn o H = tt m a. 
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On conclut alors que la variété M est parallélisable. 
Montrons 2/ ^> 3/ 

2/ ==> 3/ On suppose qu'il existe n-champs de vecteurs X\, ...,X n sur 
M A tels qu'en chaque point £ G M A , (Xi (£),..., X n (£)) soit 

une base de 

T^M A . 

Les champs de vecteurs X\,...,X n sont linéairement indépendants. En 
effet, si gi, ...,g n G C°°(M A , A) sont telles que 

n 

J> • Xi = 0, 

i=l 

alors pour tout £ € M A , on a 

n 

J>(0-*i(0 = o. 

Comme (Xi(£), ...,X n (£)) est une base de T^M A , ainsi <7i(£) = pour tout 
z = 1,2, ...,n. Comme £ est quelconque, on conlut que gi = pour tout 
i = 1,2, n. 

La famille engendre £(M A ), en effet, si F G £(M A ) et £ € 

M A , on a : 

n 

avec les Xi G A. 
L'application 

M A A TM A -^M A xA n ^ A n ^ A,t^\i, 
est différentiable. En posant fi = pr,i opr2 offo7,ona /i(£) = e t 

n 

y(o = Ë/i(o-^(o 

i=i 

Comme £ est quelconque, alors 

n 

F = J> ■ X 

i=i 
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Ainsi X 1: X n une base du C°° (M A , A)-module 3Z(M A ). On conlut que 
X(M A ) est un C°°(M A , A)-module libre de rang n. 

3/ => 2/ On suppose que X(M A ) est un C 00 (M j4 , A)-module libre de 
rang n. Soit (Xi, ...,X„) une base du C°°(M A , A)-module 3L{M A ). m 

Si ai(£), ■•■) Q: n(C) son t des éléments de ^4 tels que 

n 
i=l 

pour tout £ G M A , pour tout i = 1,2, n, soit 

n 

Pour ry G M A , il existe y G X(M A ) tel que y (77) = Y,h(jl) • X, (77). Comme 

i=l 

y est différentiable au voisinage de r\, il en est de même de /i au voisinage de 
r). Comme 77 est quelconque, on déduit que les fi sont différentiables. Ainsi, 
on a 

n 

= 2>(0-*i(£) 

i=l 
n 

i=i 

= (x> ■ 

pour tout £ G M A . Comme les champs de vecteurs X\, ...,X n forment une 
base du C°°{M A ,A) module 3L{M A ), alors 

fi = = fn = 0. 

C'est-à-dire que pour tout £ G M" 4 , les = 0. On conclut que la famille 
(Xi(£), ...,X n (£)) est libre pour tout £ G M A . 

Démonstration: De plus, pour -y G TçM A , il existe un champ de vec- 
teurs y G X(M A ) telle que y(£) = v. Puisque 

n 

Y = ^fi- Xi 

1=1 
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où chaque G C°°{M A ,A), alors, 



i=i 

Ainsi, la famille (-Xi(£), ...,X n (Ç)) engendre le A-module TçM A . 

On conclut alors qu'en chaque point Ç € M A , les vecteurs _Xi(£), X n (Ç) 
forment une base du A- module T^M A . m 

Corollaire 7 Si M est une variété parallélisable, alors la variété des points 
proches M A est parallélisable. 
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